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Abstrak
Diabetes Mellitus (DM) Tipe-1 merupakan suatu keadaan
yang diakibatkan kerusakan sel-β pankreas maupun idioptaik
sehingga produksi insulin terhenti. Karena itu, dilakukan
terapi pemberian insulin agar keseimbangan kadar glukosa
darah tetap terjaga. Untuk menyelesaikan permasalahan
tersebut, diperlukan adanya pengendalian terhadap suplai
insulin dari luar (eksogenus). Kemudian, diterapkan teori
kendali optimal dalam model dinamik glukosa darah-insulin
menggunakan metode Prinsip Minimum Pontryagin. Dalam
Tugas Akhir ini, ditunjukkan bahwa kadar glukosa darah
menurun seiring dengan penurunan kadar insulin dalam
tubuh, karena adanya suplai insulin eksogenus.
Kata-kunci: Glukosa Darah, Insulin, Kendali Optimal,
Prinsip Minimum Pontryagin
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Abstract
Diabetes Mellitus Type-1 is one condition which is caused
by pancreas β sel damage or idioptaik, so that insulin
production has stopped. Therefore, insulin giving therapy is
done so the balance of the blood glucose pressure is stable.
The action that is needed to solve those problems is first
it is needed a control towards insulin supplay from outside
(eksogenus). And then, it is applied optimal control theory
in dynamic model of insulin blood glucose using Pontryagin
Minimum Principle. In this study, it is showed that blood
glucosee pressure decreaseed along with the decrease of insulin
pressure in the body because of the eksogenus insulin therapy.
Key-words: Blood Glucose, Insulin, Optimal Control,
Pontryagin Minimum Principle
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BAB I
PENDAHULUAN
Pada bab ini dijelaskan mengenai hal-hal yang
melatarbelakangi munculnya permasalahan yang akan dibahas
dalam Tugas Akhir. Kemudian dari permasalahan tersebut
akan disusun ke dalam rumusan masalah. Selanjutnya
dijabarkan juga batasan masalah untuk mencapai tujuan
yang ingin diperoleh serta manfaat yang akan didapat.
Adapun sistematika penulisan Tugas Akhir diuraikan pada
bagian akhir bab ini.
1.1 Latar Belakang
Menurut American Diabetes Association (ADA) 2010,
Diabetes Mellitus (DM) merupakan suatu kelompok penyakit
metabolik dengan karakteristik hiperglikemia yang terjadi
karena kelainan sekresi insulin, kerja insulin atau kedua-
duanya. Secara umum, penyakit ini dibedakan menjadi dua,
yaitu Diabetes Mellitus Tipe-1 dan Diabetes Mellitus Tipe-
2. Diabetes Mellitus Tipe-1 yang keadaannya diakibatkan
kerusakan sel-β pankreas oleh proses autoimun maupun
idioptaik sehingga produksi insulin terhenti. Diabetes
Mellitus Tipe-2, dimana insulin tidak bisa membawa glukosa
masuk ke dalam jaringan karena terjadi resistensi insulin yang
merupakan turunnya kemampuan insulin untuk merangsang
pengambilan glukosa oleh jaringan perifer. Umumnya, DM
Tipe-2 ini sering terdiagnosis setelah terjadi komplikasi[1].
Maka dari itu penderita DM Tipe-1 membutuhkan terapi
pemberian insulin agar keseimbangan kadar glukosa darah
tetap terjaga. Metode pengobatan yang digunakan pada
1
2penderita DM Tipe-1 adalah dengan suntikan insulin atau
dengan infus insulin lewat pompa insulin [2].
Estimasi terakhir penderita Diabetes Mellitus di dunia
berdasarkan data International Diabetes Federation (IDF)
adalah sebanyak 382 juta orang pada tahun 2013 dan
diperkirakan akan meningkat sebanyak 592 juta orang di
tahun 2035. Sedangkan penderita Diabetes Mellitus di
Indonesia saat ini sudah mencapai 8,4% di tahun 2015[3].
Penyakit ini sangat ditakuti oleh semua kalangan, bahkan
menurut Badan Kesehatan Dunia (WHO), lebih dari 80%
kematian akibat penyakit ini terjadi pada negara yang
berpenghasilan rendah dan menengah[4]. Berdasarkan data
IDF tahun 2014 sudah 4,9 juta jiwa di seluruh dunia
meninggal akibat menderita penyakit ini[3].
Penderita DM Tipe-1 sampai saat ini belum dapat
disembuhkan, namun kualitas hidup penderita dapat
dipertahankan seoptimal mungkin dengan pengendalian
metabolik yang baik. Namun kurangnya monitoring secara
berkala dalam pemberian dosis insulin pada penderita
mengakibatkan glukosa darah tidak dapat mencapai nilai
normal sehingga biaya yang dikeluarkan terus meningkat. Hal
ini juga menyebabkan berbagai masalah komplikasi seperti
penyakit jantung, stroke, ginjal, mata (kebutaan), amputasi
serta beberapa penyakit lain. Sehingga perlu adanya kendali
optimal pada pemberian dosis insulin untuk penderita DM
Tipe-1 tersebut[1].
Studi mengenai model glukosa darah-insulin telah banyak
dilakukan dengan berbagai macam analisis. Dalam
penelitian yang di lakukan oleh Keh-Dong Shiang dkk[5],
yang menganalisis model komputasi dinamik untuk deteksi
penderita diabetes, namun tidak menggunakan kendali dalam
penanganan penderita diabetes. Sedangkan untuk beberapa
kasus seperti penderita Diabetes Mellitus Tipe-1 sangat
3memerlukan terapi insulin untuk mempertahankan kualitas
hidup penderita. Untuk itu sangat dibutuhkan penelitian
mengenai model dinamik glukosa darah-insulin yang terdapat
suplai insulin dari luar serta kendali yang optimal dalam
pemberian dosis yang tepat untuk mencegah terjadinya
komplikasi dan dapat menekan biaya yang dikeluarkan.
Penelitian yang pernah dilakukan oleh Saadet Ulas Acikgoz[7],
dijelaskan bahwa teori kendali optimal dapat digunakan untuk
mendapatkan kadar insulin yang optimal.
Berdasarkan permasalahan diatas, pada penelitian Tugas
Akhir ini penulis menerapkan teori kendali optimal pada
model dinamik glukosa darah-insulin. Penelitian ini
menitikberatkan pada suplai insulin dalam penanganan
penderita DM Tipe-1. Tujuannya adalah untuk mengetahui
kadar insulin secara optimal sehingga mampu menurunkan
kadar glukosa darah penderita DM Tipe-1 hingga pada
batas normal. Pembahasan ini dimulai dengan deskripsi
model glukosa darah-insulin, kemudian menganalisis sifat-
sifat sistem, dilanjutkan dengan pembentukan fungsi obyektif
dan penyelesaian kendali optimal menggunakan Prinsip
Minimum Pontryagin. Setelah itu dilakukan simulasi
terhadap permasalahan kendali optimal tersebut.
1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang yang telah dipaparkan,
masalah yang dibahas dalam Tugas Akhir ini adalah sebagai
berikut:
1. Bagaimana mendapatkan kendali optimal dari model
dinamik glukosa darah-insulin dengan menggunakan
metode Prinsip Minimum Pontryagin?
2. Bagaimana simulasi kendali optimal glukosa darah-
insulin dengan menggunakan Software Matlab?
41.3 Batasan Masalah
Permasalahan yang dibahas dalam Tugas Akhir ini
nantinya akan dibatasi ruang lingkup pembahasannya, antara
lain:
1. Model dinamik glukosa darah-insulin dan parameter-
parameter yang digunakan berdasarkan referensi[5].
2. Diabetes yang akan dibahas adalah Diabetes Mellitus
Tipe-1.
3. Kondisi internal dan eksternal penderita Diabetes
Mellitus Tipe-1 seperti berat badan, tinggi badan, usia,
dan olahraga diabaikan.
4. Penyelesaian kendali optimal menggunakan metode
Prinsip Minimum Pontryagin.
1.4 Tujuan
Tujuan dari Tugas Akhir yang ingin dicapai berdasarkan
rumusan masalah yang telah diuraikan adalah sebagai berikut:
1. Mendapatkan kendali optimal dari model dinamik
glukosa darah-insulin dengan menggunakan metode
Prinsip Minimum Pontryagin.
2. Mensimulasikan kendali optimal dari model dinamik
glukosa darah-insulin dengan menggunakan Software
Matlab.
1.5 Manfaat
Manfaat yang diharapkan dari Tugas Akhir ini adalah
dapat memberikan informasi bahwa penyelesaian kendali
optimal dapat menjadi solusi yang optimal dalam pemberian
insulin terhadap penderita Diabetes Mellitus Tipe-1.
Pemberian ini dilakukan agar kadar glukosa darah tetap
5stabil atau dalam kisaran normal sehingga dapat mencegah
terjadinya komplikasi dan dapat menekan biaya yang
dikeluarkan.
1.6 Sistematika Penulisan
Penulisan Tugas Akhir ini disusun dalam lima bab, yaitu:
1. BAB I PENDAHULUAN
Pada bab ini berisi tentang gambaran umum dari
penulisan Tugas Akhir yang meliputi latar belakang,
rumusan masalah, batasan masalah, tujuan, manfaat,
dan sistematika penulisan.
2. BAB II TINJAUAN PUSTAKA
Pada bab ini berisi tentang gambaran umum Diabetes
Mellitus Tipe-1 dan model matematika dari sistem
dinamik glukosa darah-insulin Ackerman. Selain
itu, bab ini juga berisikan dasar-dasar teori yang
mendukung proses pengerjaan Tugas Akhir, antara lain
teori kestabilan, keterkendalian, keteramatan, kendali
optimal, Prinsip Minimum Pontryagin, serta metode
Runge Kutta Orde-4.
3. BAB III METODE PENELITIAN
Pada bab ini dijelaskan tahapan-tahapan yang
dilakukan dalam pengerjaan Tugas Akhir. Tahapan-
tahapan tersebut antara lain studi literatur,
pendeskripsian model, menganalisis sifat sistem,
menentukan formulasi dan penyelesaian kendali
optimal. Selanjutnya dilakukan simulasi dan analisis
terhadap hasil yang didapat. Tahap terakhir adalah
melakukan penarikan kesimpulan berdasarkan hasil
analisis dan pembahasan yang telah dilakukan.
4. BAB IV ANALISIS DAN PEMBAHASAN
Pada Bab ini akan menguraikan mengenai analisis sifat
6sistem, serta menguraikan formulasi dan penyelesaian
masalah kendali optimal dalam model dinamik glukosa
darah-insulin pada penderita Diabetes Mellitus Tipe-1,
serta penjelasan mengenai hasil simulasi yang diperoleh.
5. BAB V PENUTUP
Bab ini berisi kesimpulan akhir yang diperoleh dari
Tugas Akhir serta saran untuk pengembangan penelitian
selanjutnya.
BAB II
TINJAUAN PUSTAKA
Pada bab ini diuraikan tentang DM Tipe-1. Selain itu
dijelaskan pula mengenai model matematika glukosa darah-
insulin. Selanjutnya, diuraikan teori-teori yang mendukung
penelitian antara lain, teori sifat-sifat sistem, teori kendali
optimal, Prinsip Minimum Pontryagin, serta metode Runge
Kutta Orde-4.
2.1 Diabetes Mellitus Tipe-1
Menurut American Diabetes Association (ADA) tahun
2010, Diabetes Mellitus merupakan suatu kelompok penyakit
metabolik dengan karakteristik hiperglikemia yang terjadi
karena kelainan sekresi insulin, kerja insulin, atau kedua-
duanya. Sedangkan DM Tipe-1 terjadi karena kelainan
sistemik akibat terjadinya gangguan metabolisme glukosa
yang ditandai oleh hiperglikemia kronik. Keadaan ini
diakibatkan oleh kerusakan sel-β pankreas oleh proses
autoimun maupun idioptaik sehingga produksi insulin
terhenti[1].
Istilah Diabetes Mellitus berasal dari bahasa Yunani
kuno yaitu diabetes yang berarti ”sypon”, menunjukkan
pembentukan urin yang berlebihan, karena penderita DM
sering buang air kecil dan mellitus berasal dari kata ”meli”
yang berarti madu, karena urin pasien berisi banyak gula.
Sehingga penyakit ini sering disebut ”Kencing Manis”[2].
Kadar glukosa darah puasa dianggap normal bila kadar
glukosa darah puasa adalah 70 - 120 mg/dL. Jika kadar
glukosa darah tinggi (> 180 mg/dL) maka penderita
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8DM Tipe-1 mengalami ketoasidosis diabetik apabila tidak
mendapat terapi insulin. Ketoasidosis merupakan suatu
keadaan darurat medik akibat gangguan metabolisme glukosa
dengan tanda-tanda hiperglikemia. Hiperglikemia yang
berlangsung lama dapat memperburuk gangguan kesehatan
seperti kelumpuhan lambung dan inveksi jamur pada vagina,
bahkan berujung pada kematian[2]. Untuk itu perlu
adanya terapi pemberian insulin pada pasien DM Tipe-1,
tujuannya adalah menjaga kadar glukosa darah berada dalam
kisaran normal dan mencegah atau meminimalkan terjadinya
komplikasi diabetes.
Insulin merupakan elemen utama kelangsungan hidup
penderita DM tipe-1. Terapi insulin pertama kali digunakan
pada tahun 1922, berupa insulin regular (kerja pendek), yang
diberikan sebelum makan dan ditambah sekali pada malam
hari. Insulin jenis ini mulai bekerja pada 0.5-0.15 jam dan
lama kerjanya 3-5 jam. Dengan adanya pemberian insulin
eksogen ini nantinya dapat menjamin ketersediaan kadar
insulin yang cukup di dalam tubuh selama 24 jam untuk
memenuhi kebutuhan pasien.
2.2 Model Glukosa Darah-Insulin
Pada bagian ini dibahas model matematika dari glukosa
darah-insulin. Dalam membangun model matematika untuk
kadar glukosa darah-insulin digunakan dua konsentrasi, yaitu:
G : Kadar glukosa dalam darah
H : Kadar insulin dalam darah
Laju perubahan kadar glukosa dalam darah dipengaruhi
oleh kadar glukosa, kadar insulin, dan suplai glukosa dari luar,
seperti asupan makanan.
dG
dt
= F1(G,H) + p (2.1)
Sedangkan laju perubahan kadar insulin dalam darah
9dipengaruhi oleh kadar glukosa, kadar insulin, dan suplai
insulin dari luar, seperti suntik insulin atau infus insulin lewat
pompa insulin.
dH
dt
= F2(G,H) + r (2.2)
Pada saat pasien berpuasa, G dan H mencapai nilai
kesetimbangan yaitu:
G0 : nilai kesetimbangan kadar glukosa dalam darah
H0 : nilai kesetimbangan kadar insulin dalam darah
Misalkan g adalah penyimpangan kadar glukosa dari nilai
kesetimbangan dan h adalah penyimpangan kadar insulin dari
nilai kesetimbangan maka
g = G−G0 → g˙ = G˙
h = H −H0 → h˙ = H˙
g dan h tersebut disubstitusikan ke persamaan (2.1) dan (2.2),
sehingga didapat
dg
dt
= F1(G0 + g,H0 + h) + p (2.3)
dg
dt
= F2(G0 + g,H0 + h) + r (2.4)
F1 dan F2 diekspansikan menggunakan deret Taylor,
sehingga persamaannya menjadi,
F1(G0 + g,H0 + h) = F1(G0, H0) +
∂F1(G0, H0)
∂g
g
+
∂F1(G0, H0)
∂h
h
F2(G0 + g,H0 + h) = F2(G0, H0) +
∂F2(G0, H0)
∂g
g
+
∂F2(G0, H0)
∂h
h
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Diketahui F1(G0, H0) = 0 dan F2(G0, H0) = 0 maka diperoleh
F1(G0 + g,H0 + h) =
∂F1(G0, H0)
∂g
g +
∂F1(G0, H0)
∂h
h (2.5)
F2(G0 + g,H0 + h) =
∂F2(G0, H0)
∂g
g +
∂F2(G0, H0)
∂h
h (2.6)
diasumsikan,
∂F1(G0, H0)
∂g
= m1 ;
∂F1(G0, H0)
∂h
= m2
∂F2(G0, H0)
∂h
= m3 ;
∂F2(G0, H0)
∂g
= m4
Berikut merupakan sistem regulasi glukosa darah-
insulin yang memungkinkan untuk menentukan tanda-tanda
parameter dalam persamaan (2.5) dan (2.6).
Dengan demikian, maka persamaan (2.3) dan (2.4) dapat
ditulis kembali sebagai berikut
dg
dt
= −m1g −m2h+ p (2.7)
dh
dt
= −m3h+m4g + r (2.8)
dengan
m1 : nilai self-removal glukosa
m2 : pengurangan kadar glukosa dengan insulin
m3 : nilai self-removal insulin
m4 : penambahan insulin darah dengan glukosa
p : rate suplai glukosa dari luar
r : ratet suplai insulin dari luar
model tersebut adalah model kadar glukosa darah-insulin
Ackerman[5]. Model ini akan digunakan untuk menyelesaikan
masalah kendali optimal kadar glukosa darah-insulin.
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Gambar 2.1: Sistem Regulasi Glukosa Darah-Insulin
Diasumsikan bahwa penyimpangan kadar glukosa dan
kadar insulin dalam darah dari nilai setimbangnya dapat
berubah-ubah pada waktu t, sehingga g dan h dinyatakan
sebagai fungsi waktu yaitu g(t) dan h(t), begitupun juga
suplai glukosa dan insulin yang dinyatakan sebagai p dan
r. Pada Tugas Akhir ini, suplai insulin dari luar dijadikan
sebagai kendali sehingga r dinyatakan sebagai variabel kendali
u. Pada kasus Diabetes Mellitus Tipe-1, insulin tidak dapat
diproduksi oleh pankreas sehingga m4 = 0. Selain itu tidak
ada penambahan suplai glukosa dari luar (eksogenous), hal
ini berarti p(t) = 0. Dengan demikian, model sistem dinamik
pada persamaan (2.7) dan (2.8) dapat dinyatakan sebagai
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berikut:
dg
dt
= −m1g(t)−m2h(t) (2.9)
dh
dt
= −m3h(t) + u (2.10)
dengan kendali yang terbatas pada 0 ≤ u(t) ≤ 80, 0
merupakan batas bawah dari u(t) dan 80 merupakan batas
atas dari u(t)[12].
2.3 Sifat-sifat Sistem
Pada bagian ini diberikan beberapa teori sifat-sifat
sistem yaitu teori kestabilan,teori keterkontrolan, dan teori
keteramatan[10].
2.3.1 Teori Kestabilan
Teorema berikut memberikan syarat kestabilan dari
persamaan differensial x˙ = Ax, dimana matriks A mempunyai
peranan penting khususnya nilai karakteristik dari matriks A
yaitu bagian real dari λ yang dinotasikan oleh Re{λ}.
Teorema 2.1 Diberikan persamaan differensial x˙ = Ax
dengan matriks A berukuran n × n dan mempunyai nilai
karakteristik yang berbeda λ1, ..., λk(k ≤ n).
• Titik asal x¯ = 0 adalah stabil asimotik bila dan hanya
bila Re{λi} < 0 untuk semua i = 1, ..., k.
• Titik asal x¯ = 0 adalah stabil bila dan hanya bila
Re{λi} ≤ 0 untuk semua i = 1, ..., k dan untuk semua λi
dengan Re{λi} = 0, multiplisitas aljabar sama dengan
multiplisitas geometri.
• Titik asal x¯ = 0 adalah takstabil bila dan hanya bila
Re{λi} > 0 untuk beberapa i = 1, ..., k atau ada λi
dengan Re{λi} = 0 dan multiplisitas aljabar lebih besar
dari multiplisitas geometri.
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2.3.2 Teori Keterkendalian
Pada sistem linier invarian-waktu yang disajikan oleh
persamaan:
x˙(t) = Ax(t) +Bu(t)
y(t) = Cx(t) +Du(t) (2.11)
Theorema berikut memberikan syarat perlu dan cukup
bahwa sistem (2.11) adalah terkendali.
Teorema 2.3 Syarat perlu dan cukup sistem (2.11) terkendali
adalah:
1. w(0, t1) =
∫ t1
0 e
−AτBBT e−AT τ dτ non-singulir.
2. Matriks: Mc = (B|AB|A2B| · · · |An−1B) mempunyai rank
sama dengan n.
2.3.3 Teori Keteramatan
Diberikan suatu pernyataan dalam suatu theorema yang
menyatakan syarat perlu dan cukup suatu sistem teramati.
Teorema 2.2 Syarat perlu dan cukup sistem (2.11) teramati
adalah:
1. Matriks m(0, t) =
∫ t
0 e
aT τCTCeAτ dτ non-singulir
2. Matriks keteramatan
M0 =

C
−−
CA
−−
...
−−
CA(n−1)

mempunyai rank sama dengan n.
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2.4 Teori Kendali Optimal
Pada prinsipnya, tujuan dari kendali optimal adalah
menentukan kendali yang akan diproses dalam sistem
dinamik dan memenuhi beberapa konstrain, dengan tujuan
memaksimumkan atau meminimumkan fungsi tujuan (J) yang
sesuai[6]. Adapun formulasi masalah kendali optimal terdiri
dari:
1. Mendeskripsikan secara matematis suatu sistem
(model).
2. Menentukan fungsi objektif (performance index ).
3. Menentukan kendala dan kondisi batas yang harus
dipenuhi.
Secara umum, masalah kendali optimal diformulasikan
dengan tujuan mencari kendali u(t) yang mengoptimalkan
(maksimum/minimum) performance index
J = S(x(tf ), tf ) +
∫ tf
t0
f(x(t), u(t), t) dt (2.12)
dengan kendala:
x˙ = g(x(t), u(t), t) (2.13)
dan keadaan awal x(t0) = x0 dan keadaan akhir x(tf ) = xf
serta u(t) yang menyatakan pengendali keadaan pada waktu
t. Bentuk umum persamaan J di atas disebut fungsi tujuan
bentuk Bolza dengan S adalah bentuk Mayer dan f adalah
bentuk Lagrange. Dengan kondisi sistem yaitu waktu akhir
tetap atau bebas dan keadaan (state) akhir seluruhnya atau
sebagian bebas atau tetap.
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2.5 Prinsip Minimum Pontryagin
Prinsip Minimum Pontryagin merupakan salah satu
cara dalam menyelesaikan masalah kendali optimal dengan
kendala yang terbatas. Metode tersebut digunakan untuk
memperoleh kendali terbaik pada sistem dinamik. Hal
ini dikembangkan oleh L. S. Pontryagin pada tahun 1950.
Diberikan permasalahan dengan suatu kendali yang terbatas
sebagai berikut[12]:
min
∫ tf
t0
f(x, u, t) dt (2.14)
dengan kendala:
x˙ = g(x, u, t) (2.15)
x(t0) = x0
a ≤ u ≤ b (2.16)
Misalkan J dinotasikan sebagai persamaan (2.14), setelah
ditambahkan persamaan (2.15) dengan pengali dan integrasi,
dapat dihitung variasi dari J yang dinotasikan δJ , pada
bagian yang linier dari J − J∗.
δJ =
∫ tf
t0
[
(fx + λgx + λ
′)δx+ (fu + λgu)δu
]
dt− λ(t1)δx(t1)
(2.17)
ambil λ untuk memenuhi,
λ′ = −(fx + λgx) , λ(t1) = 0 (2.18)
sehingga persamaan (2.17) dapat direduksi menjadi,
δJ =
∫ tf
t0
(fu + λgu)δu dt (2.19)
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Untuk mendapatkan solusi yang optimal dari x, u, λ , maka
δJ =
∫ tf
t0
(fu + λgu)δu dt ≤ 0 (2.20)
yang diperlukan untuk memodifikasi δu. Modifikasi yang
memungkinkan adalah (2.20). Jika kendali optimal pada batas
bawah a untuk t, maka modifikasi kendali a + δu, sehingga
diperlukan δu ≥ 0. Dengan cara yang sama, jika kendali
optimal pada batas atas b untuk t, maka modifikasi yang
diperlukan adalah δu ≤ 0. Kesimpulannya
δu ≥ 0, jika u = a
δu ≤ 0, jika u = b
δufisibel, jika a < u < b (2.21)
Misalnya, jika u∗(t) = a, berdasarkan pada (2.21) diperlukan
δu ≥ 0 dan (fu + λgu)δu ≤ 0 jika hanya jika fu + λgu ≤ 0.
Dengan cara yang sama, jika u∗(t) = b, maka diperlukan δu ≤
0 dan (fu + λgu)δu ≤ 0 jika hanya jika fu + λgu ≥ 0. Dan
jika a < u∗(t) < b, maka (fu + λgu)δu ≤ 0 jika hanya jika
fu + λgu = 0 pada t, atau ekivalen dengan
fu + λgu < 0 dengan u(t) = a
fu + λgu = 0 dengan a < u(t) < b
fu + λgu > 0 dengan u(t) = b (2.22)
berarti jika x∗, u∗ penyelesaian dari (2.14) - (2.16),
maka harus terdapat fungsi λ sedemikian sehingga x∗, u∗, λ∗
memenuhi (2.15), (2.16),(2.18), dan (??). Syarat kondisi
tersebut dapat diperluas dengan persamaan Hamiltonian,
H = f(x, u, t) + λg(x, u, t)
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dengan persamaan keadaan (state/costate),
x˙ =
∂H
∂λ
λ˙ = −∂H
∂x
Untuk kondisi pada persamaan Hamiltonian tersebut, dapat
diperluas dengan meminimumkan fungsi tujuan (2.15), yang
dapat dinyatakan sebagai berikut:
H = f(x, u, t) + λg(x, u, t) (2.23)
dengan kendala,
a ≤ u ≤ b (2.24)
Berdasarkan kendala dan fungsi obyektif dengan pengali
penalty w1, w2, a adalah batas bawah dari u, dan b adalah
batas atas dari u, maka persamaan Lagrangian yang terbentuk
dari (2.23) dan (2.24) adalah:
L = f(x, u, t) + λg(x, u, t) + w1(u− a) + w2(b− u) (2.25)
Sehingga didapatkan keadaan yang mendekati kondisi untuk
fungsi kendala terhadap u sebagai berikut:
∂L
∂u
= fu + λgu + w1 − w2 = 0 (2.26)
w1 ≥ 0 w1(u− a) = 0 (2.27)
w2 ≥ 0 w2(b− u) = 0 (2.28)
Berdasarkan perbedaan antara keadaan dimana tf dan
state pada waktu akhir x(tf ), sistem dibedakan menjadi lima
tipe yaitu: sistem dengan waktu akhir dan state pada waktu
akhir ditentukan, sistem dengan waktu akhir tidak ditentukan
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dan state pada waktu akhir ditentukan, sistem dengan waktu
akhir ditentukan dan state pada waktu akhir tidak ditentukan,
sistem dengan tf dan x(tf ) tidak ditentukan keduanya, dengan
x(tf ) merupakan fungsi yang bergantung pada waktu akhir,
dan sistem dengan waktu akhir dan x(tf ) tidak ditentukan
keduanya, dengan x(tf ) dan tf tidak berhubungan [10].
Adapun sistem yang digunakan dalam Tugas Akhir ini
adalah sistem dengan waktu akhir ditentukan dan state pada
waktu akhir tidak ditentukan. Dalam sistem tersebut, karena
tf ditentukan maka δtf bernilai nol dan karena x(tf ) tidak
ditentukan maka δxf bernilai sebarang, sehingga batas untuk
sistem ini adalah [10]:((
∂S
∂x
)
∗
− λ∗(t)
)
tf
= 0
λ∗(tf ) =
(
∂S
∂x
)
∗tf
(2.29)
2.6 Runge Kutta Orde-4
Metode Runge Kutta merupakan pengembangan dari
metode Euller yang digunakan untuk menyelesaikan masalah
nilai awal dalam persamaan differensial. Metode Runge
Kutta memberikan ketelitian yang lebih besar dan tidak
memerlukan turunan dari fungsi.
Misal diberikan persamaan differensial sebagai berikut:
dy
dt
= f(t, y) (2.30)
dan pendekatan awal (t0, y0). Dengan metode Euler, diperoleh
penyelesaian dari persamaan (2.30) sebagai berikut:
yn+1 = yn + hˆf(tn, yn) (2.31)
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dengan k = 4t. Pada metode ini Runge Kutta
Orde-4, digunakan empat nilai koefisien perbaikan yaitu
k1, k2, k3, dan k4 pada fungsi penyelesaian persamaan (2.31),
sehingga penyelesaian dari persamaan (2.30) adalah sebagai
berikut[13]:
yn+1 = yn +
1
6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4) (2.32)
dengan,
hˆ = 4x
k1 = hˆf(tn, yn)
k2 = hˆf
(
tn +
hˆ
2
, yn +
k1
2
)
k3 = hˆf
(
tn +
hˆ
2
, yn +
k2
2
)
k4 = hˆf
(
tn + hˆ , yn + k3
)
Halaman ini sengaja dikosongkan.
BAB III
METODE PENELITIAN
Dalam bab ini diuraikan langkah-langkah penelitian yang
dilakukan dalam menyelesaikan permasalahan dalam Tugas
Akhir. Metode penelitian dalam Tugas Akhir ini terdiri
atas tujuh tahap, antara lain: studi literatur, mengkaji
model glukosa darah-insulin, analisis sifat sistem, menentukan
formulasi masalah kendali optimal, menentukan penyelesaian
kendali optimal, melakukan simulasi, analisis hasil simulasi,
dan penarikan kesimpulan.
3.1 Studi Literatur
Pada tahap pertama ini dilakukan identifikasi
permasalahan dengan mencari referensi-referensi yang
menunjang dalam menyelesaikan Tugas Akhir. Referensi
bisa berupa buku-buku, jurnal, paper, maupun artikel yang
terkait melalui diskusi dengan dosen dan mahasiswa. Langkah
selanjutnya yaitu mengkaji pengertian, dasar teori, serta
artikel terkait yang dibutuhkan dalam Tugas Akhir.
3.2 Mengkaji Model Glukosa Darah-Insulin
Dalam memahami model glukosa darah-insulin dilakukan
pengkajian model sehingga dapat disusun asumsi-asumsi
tertentu, yang selanjutnya dapat dibuat model sederhana dari
sistem regulasi glukosa darah-insulin.
3.3 Analisis Sifat Sistem
Dari model dinamik glukosa darah- insulin akan dianalisis
mengenai sifat-sifat dari sistem yang terdiri dari analisis
kestabilan, analisis keterkendalian, dan analisis keteramatan.
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3.4 Menentukan Formulasi Masalah Kendali
Optimal
Pada tahapan ini, ditentukan formulasi masalah kendali
optimal yang meliputi sistem dinamik, fungsi objektif, dan
kondisi syarat batas yang harus dipenuhi.
3.5 Menentukan Penyelesaian Kendali Optimal
Pada tahap ini, dilakukan penyelesaian kendali optimal
yang telah diformulasikan pada tahapan sebelumnya. Metode
yang digunakan dalam penyelesaian masalah tersebut adalah
Prinsip Minimum Pontryagin (PMP). Langkah-langkah yang
dilakukan dalam tahap ini antara lain:
1. Membentuk fungsi Hamiltonian
2. Menentukan persamaan state dan costate,
3. Membentuk persamaan Lagrangian dalam daerah
pengendali, dengan kendali yang terbatas pada a ≤
u(t) ≤ b,
4. Menentukan kondisi stasioner, sehingga diperoleh
bentuk kendali optimal u∗(t), serta diperoleh kondisi
batas pada pengendali,
5. Menentukan kondisi batas yang harus dipenuhi,
3.6 Simulasi
Pada tahap ini, dilakukan simulasi dari permasalahan
kendali optimal dengan memanfaatkan persamaan state dan
costate, persamaan kendali optimal serta kondisi-kondisi yang
harus terpenuhi. Sebelumnya aka dilakukan penyelesaian
numerik dengan menggunakan metode Runge Kutta Orde-
4. Kemudian disimulasikan menggunakan Software MATLAB
untuk melihat performasi grafik yang dihasilkan. Dalam
hal ini, akan dibandingkan simulasi dari hasil sebelum dan
sesudah penerapan kendali optimal dilakukan.
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3.7 Analisis Hasil Simulasi
Pada tahap ini dilakukan analisis dari hasil yang diperoleh
dari simulasi yang telah dilakukan sebelumnya.
3.8 Penarikan Kesimpulan
Pada tahap akhir ini, dilakukan penarikan kesimpulan dari
hasil analisis dan pembahasan yang telah dilakukan mengenai
kendali optimal pada terapi insulin penderita Diabetes
Mellitus Tipe-1. Kemudian dilakukan juga pemberian saran
sebagai masukan untuk pengembangan penelitian selanjutnya.
Adapun alur penelitian yang dilakukan dalam Tugas Akhir
ini adalah sebagai berikut:
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Gambar 3.1: Diagram Alir Penelitian
BAB IV
ANALISIS DAN PEMBAHASAN
Pada bab ini dibahas mengenai kendali optimal
pada model glukosa darah-insulin. Pembahasan dimulai
dengan penjelasan model glukosa darah-insulin. Kemudian
dilanjutkan dengan analisis sifat sistem dan penyelesaiannya
menggunakan Prinsip Minimum Pontryagin. Setelah itu,
pada akhir pembahasan diberikan analisis hasil simulasi
untuk menunjukkan pengaruh kendali optimal terhadap
glukosa darah-insulin.
4.1 Analisis Sifat Sistem
Berdasarkan Persamaan keadaan yang diberikan oleh
persamaan (2.9) dan (2.10), dapat dibentuk state space
sebagai berikut:[
g˙(t)
h˙(t)
]
=
[ −m1 −m2
0 −m3
] [
g(t)
h(t)
]
+
[
0
1
]
u(t)
y =
[
1 1
] [ g(t)
h(t)
]
(4.1)
dengan
A =
[ −m1 −m2
0 −m3
]
B =
[
0
1
]
C =
[
1 1
]
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4.1.1 Analisis Kestabilan
Kestabilan suatu sistem dapat dilihat dari nilai
karakteristik (eigen). Untuk mengetahuinya maka dapat
diselesaikan dengan cara sebagai berikut:
det
(
λˆI −A
)
= 0
Berdasarkan state space pada persamaan (4.1), maka
diperoleh,
det
(
λˆ+m1 m2
0 λˆ+m3
)
= 0(
λˆ+m1
)(
λˆ+m3
)
= 0
sehingga didapat nilai karakteristik dari A, yaitu λˆ1 = −m1
atau λˆ2 = −m3. Berdasarkan Theorema 2.1, maka sistem
dikatakan stabil asimtotik.
4.1.2 Analisis Keterkontrolan
Keterkontrolan dari suatu sistem dapat ditunjukkan oleh
matriks terkontrol Mc yang ditentukan oleh pasangan matriks
(A,B)
Mc = (B|AB|) (4.2)
dengan
B =
[
0
1
]
AB =
[ −m1 −m2
0 −m3
] [
0
1
]
=
[ −m2
−m3
]
maka didapat matriks keterkontrolan berdasarkan persamaan
(4.2) sebagai berikut:
Mc =
[
0 −m2
1 −m3
]
(4.3)
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terlihat bahwa rank Mc = n = 2, dan det(Mc) 6= 0,
berdasarkan Theorema 2.3 maka sistem dikatakan terkontrol.
4.1.3 Analisis Keteramatan
Syarat cukup suatu sistem dikatakan teramati jika matriks
keteramatan (M0) mempunyai rank sama dengan n
M0 =
 C−−
CA
 (4.4)
dengan
C =
[
1 1
]
CA =
[
1 1
] [ −m1 −m2
0 −m3
]
=
[ −m1 −m2 −m3 ]
sehingga didapat matriks keteramatan berdasarkan
persamaan (4.4) sebagai berikut:
M0 =
[
1 1
−m1 −m2 −m3
]
karena rank M0 = n = 2 dan terlihat bahwa det(M0) 6= 0
maka berdasarkan Theorema 2.2 sistem dikatakan teramati.
4.2 Formulasi Kendali Optimal
Secara umum, formulasi kendali optimal terdiri dari model
matematika sistem dinamik, fungsi objektif, dan kondisi batas
yang harus dipenuhi. Berdasarkan model glukosa darah-
insulin pada persamaan (2.9) dan (2.10) sebagai berikut:
g˙(t) = −m1g(t)−m2h(t)
h˙(t) = −m3h(t) + u(t)
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dengan keadaan awal:
g(t0) = g(0)
h(t0) = h(0)
dan keadaan akhir:
g(tf ) = gf1
h(tf ) = hf2
dengan tf adalah waktu akhir yang ditentukan (fixed
final time). Sedangkan variabel pengendali diberikan oleh
persamaan berikut:
0 ≤ u(t) ≤ 80, t ∈ I = [t0, tf ]
Permasalahan ini bertujuan untuk mendapatkan kendali
optimal yang dapat meminimumkan biaya implementasi.
Terdapat dua aspek yang diminimumkan. Aspek pertama
adalah penyimpangan kadar glukosa darah dari nilai
setimbang. Kemudian yang kedua ialah biaya pengendalian
suplai insulin dari luar. Keduaa aspek tersebut dinyatakan ke
dalam fungsi objektif sebagai berikut:
J =
∫ tf
t0
{η(g(t))2 + ρ(u(t))2} dt (4.5)
dengan:
η : bobot peyimpangan kadar glukosa darah dari nilai
setimbangnya η > 0
ρ : bobot biaya suplai insulin dari luar ρ > 0
4.3 Penyelesaian Kendali Optimal
Dalam menyelesaikan model dinamik glukosa darah-
insulin dengan menggunakan kendali optimal, hal pertama
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yang harus dilakukan adalah membentuk fungsi Hamiltonian
sebagai berikut:
H = H(x(t), u(t), λ(t), t)
= f(x(t), u(t), t) + λ
′
(t)g(x(t), u(t), t)
= η(g(t))2 + ρ(u(t))2 + λ1(t)(−m1g(t)−m2h(t)) +
λ2(t)(−m3h(t) + u(t))
= ηg2(t) + ρu2(t)−m1g(t)λ1(t)−m2h(t)λ1(t)−
m3h(t)λ2(t) + u(t)λ2(t) (4.6)
Kendali optimal diperoleh dengan meminimumkan
persamaan keadaan dari semua kendali terhadap daerah
pengendali, sedangkan variabel yang lain dianggap sebagai
konstanta. Dengan kata lain, akan dicari kondisi stasionernya,
sehingga kondisi yang perlu dibentuk oleh Prinsip Minimum
Pontryagin adalah kondisi stasioner dari persamaan state dan
persamaan costate. Berdasarkan persamaan (4.6) diperoleh
a. Persamaan State
Untuk mendapatkan persamaan state langkahnya
adalah sebagai berikut:
x˙(t) =
∂H
∂λ(t)
(4.7)
• Persamaan untuk g˙(t)
Berdasarkan persamaan (4.7), untuk mendapatkan
persamaan state pada g˙(t) maka dilakukan
penurunan H terhadap λ1, sehingga dapat
diperoleh,
g˙(t) =
∂H
∂λ1(t)
= −m1g(t)−m2h(t) (4.8)
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• Persamaan untuk h˙(t)
Berdasarkan persamaan (4.7), untuk mendapatkan
persamaan state pada h˙(t) maka dilakukan
penurunan H terhadap λ2, sehingga dapat
diperoleh,
h˙(t) =
∂H
∂λ2(t)
= −m3h(t) + u(t) (4.9)
b. Persamaan Costate
Untuk mendapatkan persamaan costate langkahnya
adalah sebagai berikut:
λ˙(t) = − ∂H
∂x(t)
(4.10)
• Persamaan untuk λ˙1(t)
Berdasarkan persamaan (4.10), untuk
mendapatkan persamaan costate pada λ˙1(t) maka
dilakukan penurunan H terhadap g, sehingga
dapat diperoleh,
λ˙1(t) = − ∂H
∂g(t)
= −(2ηg(t)−m1λ1(t))
= −2ηg(t) +m1λ1(t) (4.11)
• Persamaan untuk λ˙2(t)
Berdasarkan persamaan (4.10), untuk
mendapatkan persamaan costate pada λ˙2(t) maka
dilakukan penurunan H terhadap h, sehingga
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dapat diperoleh,
λ˙2(t) = − ∂H
∂h(t)
= −(−m2λ1(t)−m3λ2(t))
= m2λ1(t) +m3λ2(t) (4.12)
Untuk kendala yang terbatas pada 0 ≤ u(t) ≤ 80, maka
dapat dibentuk persamaan Lagrangian, yang menambahakan
persamaan Hamiltonian pada (4.6) dengan pengali penalty w1
dan w2 yang memenuhi kondisi berikut,
w1 ≥ 0 ; w1(u(t)) = 0
w2 ≥ 0 ; w2(80− u(t)) = 0
maka berdasarkan persamaan (2.25), dapat dituliskan sebagai
berikut:
L = η(g(t))2 + ρ(u(t))2 + λ1(t)(−m1g(t)−m2h(t)) +
λ2(t)(−m3h(t) + u(t)) + w1u(t) + w2(80− u(t))
= ηg2(t) + ρu2(t)−m1λ1(t)g(t) +
m2λ1(t)h(t)−m3λ2(t)h(t) + λ2(t)u(t) +
w1u(t) + 80w2 − w2u(t) (4.13)
Langkah selanjutnya adalah menentukan kondisi stasioner
dari persamaan Lagrangian (4.13) untuk menentukan
persamaan kendali optimal.
∂L
∂u(t)
= 0
2ρu∗(t) + λ∗2(t) + w1 − w2 = 0
2ρu∗(t) = −λ∗2(t)− w1 + w2(4.14)
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dari persamaan (4.14) dapat diperoleh bentuk kendali optimal
u∗(t) yaitu
u∗(t) =
−λ∗2(t)− w1 + w2
2ρ
(4.15)
Ada tiga kemungkinan dalam menentukan kendali optimal
pada (4.15), yaitu
i. jika u∗(t) = 0, w1 ≥ 0 maka w2 = 0 sehingga (4.15)
menjadi,
0 =
−λ∗2(t)− w1
2ρ
karena w1 ≥ 0, maka
−λ∗2(t)
2ρ
≤ 0
karena u∗(t) = 0 maka pertidaksamaannya ekuivalen
dengan,
−λ∗2(t)
2ρ
≤ u∗(t)
ii. jika 0 < u∗(t) < 80 maka w1 = w2 = 0 sehingga nilai dari
u∗(t) yaitu,
u∗(t) =
−λ∗2(t)
2ρ
iii. jika u∗(t) = 80, w2 ≥ 0 maka w1 = 0 sehingga (4.15)
menjadi,
80 =
−λ∗2(t) + w2
2ρ
karena w2 ≥ 0, maka
−λ∗2(t)
2ρ
≥ 80
karena u∗(t) = 80 maka pertidaksamaannya ekuivalen
dengan,
−λ∗2(t)
2ρ
≥ u∗(t)
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dari persamaan (i),(ii), dan (iii) dapat dibentuk,
u∗(t) =

0 , jika α ≤ 0
α , jika 0 < α < 80
80 , jika α ≥ 80
(4.16)
atau ditulis kembali sebagai berikut:
u∗(t) = max{0 , min(α , 80)} (4.17)
dengan
α = −λ
∗
2(t)
2ρ
(4.18)
Berdasarkan penyelesaian kendali optimal tersebut, dapat
dituliskan kembali persamaan state dan costate yang optimal
sebagai berikut:
g˙∗(t) = −m1g∗(t)−m2h∗(t) (4.19)
h˙∗(t) = −m3h∗(t) +max{0 , min(α , 80)} (4.20)
λ˙1
∗
(t) = −2ηg∗(t) +m1λ∗1(t) (4.21)
λ˙2
∗
(t) = m2λ
∗
1(t) +m3λ
∗
2(t) (4.22)
dengan kondisi awal:
g(t0) = g(0)
h(t0) = h(0)
Formulasi kendali optimal pada permasalahan ini
menggunakan sistem dengan state akhir tidak ditentukan (free
final state) dan waktu akhir ditentukan (fixed final time),
sehingga berdasarkan (2.29) kondisi transversalitasnya adalah:((
∂S
∂x
)
∗
− λ∗(t)
)
tf
= 0
λ∗(t) =
(
∂S
∂x
)
∗tf
(4.23)
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dengan S adalah bentuk Mayer dari fungsi obyektif, dan
dikarenakan pada fungsi obyektif tidak terdapat bentuk ini
maka S = 0, maka diperoleh kondisi transversal untuk λ1
yaitu,
λ∗1(t) =
(
∂S
∂g
)
∗tf
λ∗1(t) = 0
dan diperoleh kondisi transversal untuk λ2 yaitu,
λ∗2(t) =
(
∂S
∂h
)
∗tf
λ∗2(t) = 0
4.4 Solusi Numerik
Dalam Tugas Akhir ini, persamaan state dan costate
diselesaikan secara numerik dengan menggunakan metode
Runge Kutta Orde-4. Metode ini merupakan satu dari banyak
metode yang digunakan dalam menyelesaikan persamaan
differensial secara numerik. Metode ini mempunyai suatu
galat pemotongan hˆ, yang merupakan langkah waktu (step
size).
Berdasarkan persamaan state dan costate pada (4.19-4.22)
dapat ditulis kembali sebagai berikut:
g˙(t) = −m1g(t)−m2h(t)
= f1(g(t), h(t), u(t))
h˙(t) = −m3h(t) + u(t)
= f2(g(t), h(t), u(t))
λ˙1(t) = −2ηg(t) +m1λ1(t)
= y1(g(t), h(t), u(t), λ1(t), λ2(t))
λ˙2(t) = m2λ1(t) +m3λ2(t)
= y2(g(t), h(t), u(t), λ1(t), λ2(t))
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Persamaan state akan diselesaikan dengan menggunakan
metode Forward Sweep, sedangkan costate diselesaikan dengan
menggunakan metode Backward Sweep. Berikut ini langkah-
langkah dalam menyelesaikan persamaan state dan costate:
a. Langkah 1
Interval waktu t = [0, tf ] dibagi sebanyak n subinterval,
sehingga persamaan state dan costate dapat dituliskan
sebagai berikut:
• Untuk persamaan state dinyatakan sebagai
berikut:
~g = (g1, g2, · · · , gn+1)
~h = (h1, h2, · · · , hn+1)
• Untuk persamaan costate dinyatakan sebagai
berikut:
~λ1 = (λ1, λ2, · · · , λn+1)
~λ2 = (λ2, λ2, · · · , λn+1)
Artinya terdapat n + 1 titik di sepanjang waktu t,
sehingga dapat diperoleh selisih antara setiap titiknya
adalah hˆ =
tf
n
b. Langkah 2
Memberikan asumsi nilai awal pada kendali u(t) di
sepanjang interval t untuk mengawali integrasi.
c. Langkah 3
Menggunakan nilai awal g(0) = g0 dan h(0) = h0
serta asumsi nilai awal u(t) pada langkah 2, untuk
menyelesaikan persamaan state dengan metode forward
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sweep. Berikut merupakan rumus Runge Kutta Orde-4
untuk persamaan state:
g(t+ hˆ) = g(t) +
1
6
(k1,g + 2k2,g + 2k3,g + k4,g)
h(t+ hˆ) = h(t) +
1
6
(k1,h + 2k2,h + 2k3,h + k4,h)
dengan,
k1,g = hˆf1(g(t), h(t), u(t))
= hˆ (−m1g(t)−m2h(t))
k1,h = hˆf2(g(t), h(t), u(t))
= hˆ (−m3h(t) + u(t))
k2,g = hˆf1(g(t) +
k1,g
2
, h(t) +
k1,h
2
, u(t))
= hˆ
(
−m1(g(t) + k1,g
2
)−m2(h(t) + k1,h
2
)
)
k2,h = hˆf2(g(t) +
k1,g
2
, h(t) +
k1,h
2
, u(t))
= hˆ
(
−m3(h(t) + k1,h
2
) + u(t)
)
k3,g = hˆf1(g(t) +
k2,g
2
, h(t) +
k2,h
2
, u(t))
= hˆ
(
−m1(g(t) + k2,g
2
)−m2(h(t) + k2,h
2
)
)
k3,h = hˆf2(g(t) +
k2,g
2
, h(t) +
k2,h
2
, u(t))
= hˆ
(
−m3(h(t) + k2,h
2
) + u(t)
)
k4,g = hˆ ((g(t) + k3,g, h(t) + k3,h, u(t)))
= hˆ (−m1(g(t) + k3,g)−m2(h(t) + k3,h))
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k4,h = hˆf2(g(t) + k3,g, h(t) + k3,h, u(t))
= hˆ (−m3(h(t) + k3,h) + u(t))
d. Langkah 4
Langkah selanjutnya adalah dengan memisalkan λ1tf =
µ. Diketahui batas transversal λ1tf = λ2tf , sehingga
batas akhir yang digunakan adalah λ1tf = λ2tf = µ.
Selanjutnya hasil dari langkah 3 juga digunakan untuk
menyelesaikan persamaa costate dengan menggunakan
metode backward sweep. Berikut adalah rumus Runge
Kutta Orde-4 untuk persamaan costate:
λ1(t− hˆ) = λ1(t)− 1
6
(k1,λ1 + 2k2,λ1 + 2k3,λ1 + k4,λ1)
λ2(t− hˆ) = λ2(t)− 1
6
(k1,λ2 + 2k2,λ2 + 2k3,λ2 + k4,λ2)
k1,λ1 = hˆy1(λ1(t), λ2(t), g(t), h(t), u(t))
= hˆ (−2ηg(t) +m1λ1(t))
dengan,
k1,λ2 = hˆy2(λ1(t), λ2(t), g(t), h(t), u(t))
= hˆ (m2λ1(t) +m3λ2(t))
k2,λ1 = hˆy1(λ1(t)−
k1,λ1
2
, λ2(t)− k1,λ2
2
, g(t), h(t), u(t))
= hˆ
(
−2ηg(t) +m1(λ1(t)− k1,λ1
2
)
)
k2,λ2 = hˆy2(λ1(t)−
k1,λ1
2
, λ2(t)− k1,λ2
2
, g(t), h(t), u(t))
= hˆ
(
m2(λ1(t)− k1,λ1
2
) +m3(λ2(t)− k1,λ2
2
)
)
k3,λ1 = hˆy1(λ1(t)−
k2,λ1
2
, λ2(t)− k2,λ2
2
, g(t), h(t), u(t))
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= hˆ
(
−2ηg(t) +m1(λ1(t)− k2,λ1
2
)
)
k3,λ2 = hˆy2(λ1(t)−
k2,λ1
2
, λ2(t)− k2,λ2
2
, g(t), h(t), u(t))
= hˆ
(
m2(λ1(t)− k2,λ1
2
) +m3(λ2(t)− k2,λ2
2
)
)
k4,λ1 = hˆy1(λ1(t)− k3,λ1 , λ2(t)− k3,λ2 , g(t), h(t), u(t))
= hˆ (−2ηg(t) +m1(λ1(t)− k3,λ1))
k4,λ2 = hˆy2(λ1(t)− k3,λ1 , λ2(t)− k3,λ2 , g(t), h(t), u(t))
= hˆ (m2(λ1(t)− k3,λ1) +m3(λ2(t)− k3,λ2))
e. Langkah 5
Langkah yang terakhir yaitu memperbarui nilai u(t)
dengan mensubstitusikan nilai g(t), h(t), λ1(t), dan
λ2(t) yang baru kedalam karakterisasi kendali optimal
berikut:
u∗(t) = max{0,min(−λ∗2(t), 80)} (4.24)
4.5 Analisis Hasil Simulasi
Pada pembahasan ini, diberikan nilai parameter yang
digunakan untuk mensimulasikan permasalahan kendali
optimal pada model glukosa darah-insulin selama 90 menit.
Adapun nilai parameter yang digunakan seperti yang terdapat
pada tabel 4.1[5]:
Pada simulasi ini, target akhir yang diinginkan untuk
kadar glukosa darah dalam kisaran normal yaitu 70 - 120
mg/dL. Simulasi yang dilakukan adalah ketika pengontrol
untuk tingkat suplai insulin dari luar (u(t)) bernilai nol.
Artinya tidak ada kendali terhadap suplai insulin dari luar
(eksogenus). Kemudian simulasi tersebut dibandingkan
dengan adanya kendali, sehingga dapat terlihat pengaruh
kendali optimal pada kadar glukosa darah-insulin.
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Tabel 4.1: Input Parameter
Parameter Nilai
m1 0.0009
m2 0.0031
m1 0.0415
m2 0
η 1
ρ 10
Simulasi yang pertama pada gambar 4.2 menunjukkan
perilaku kadar glukosa darah tanpa kendali dan kadar glukosa
darah dengan kendali selama 90 menit. Dari grafik tersebut
terlihat bahwa kadar glukosa darah tanpa kendali dan kadar
glukosa darah dengan kendali mengalami penurunan kadar
glukosa darah. Kadar glukosa darah awal tanpa kendali
adalah 200 mg/dL, kemudian menurun hingga menjadi
184.4267 mg/dL di menit ke-90. Demikian pula untuk
kadar glukosa darah awal dengan kendali adalah 200 mg/dL,
kemudian menurun hingga berada dalam kisaran normal yaitu
70.3154 mg/dL di menit ke-90. Berdasarkan grafik tersebut
dapat dilihat bahwa kadar glukosa darah tanpa kendali
mengalami penurunan namun penurunan yang terjadi sangat
lambat dibandingkan dengan kadar glukosa darah dengan
kendali. Hal ini terjadi karena penurunan kadar glukosa tanpa
kendali, belum terdapat suplai insulin dari luar (eksogenous).
Dengan kata lain, penurunan kadar glukosa darah tanpa
kendali terjadi karena adanya metabolisme jaringan pada
tubuh penderita DM Tipe-1. Sedangkan penurunan yang
terjadi pada kadar glukosa darah dengan kendali dipengaruhi
adanya suplai insulin dari luar (eksogenous) dengan adanya
terapi pemberian yang dikendalikan secara optimal. Hal
ini terjadi karena adanya metabolisme sel dan penyimpanan
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kadar glukosa darah oleh insulin di dalam hati dalam bentuk
glycogen.
Gambar 4.1: Kadar Glukosa Darah degan Kendali dan Tanpa
kendali
Pada Kasus ini, ketika kadar glukosa darah sudah
mencapai kadar normal, maka pasien Diabetes Mellitus
Tipe-1 dianjurkan untuk mengkonsumsi makanan. Jika
tidak, maka penderita DM Tipe satu akan mengalami
Hipoglikemia atau penurunan kadar glukosa darah dibawah
batas normal. Hal ini akan mempengaruhi kinerja dari
organ tubuh penderita, misalnya yang sering terjadi yaitu
pasien akan menjadi lemas, pandangan mata kabur, kesulitan
berbicara, kemudian pingsan, bahkan terjadi kematian jika
tidak mendapat penanganan dengan baik.
Simulasi berikutnya adalah ketika kadar insulin awal sama
dengan nol, artinya produksi insulin oleh pankreas terhenti.
Pada Gambar 4.3 dapat dilihat perbedaan antara kadar
insulin tanpa kendali dan kadar insulin dengan kendali. Grafik
tersebut memperlihatkan bahwa kadar insulin dengan kendali
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mengalami peningkatan hingga menit ke-30. Hal ini terjadi
karena adanya suplai insulin dari luar (eksogenous) sehingga
kadar insulin dalam tubuh meningkat. Namun seiring
berjalannya waktu, kadar insulin dalam tubuh mengalami
penurunan hingga mencapai 154.2517 mU/L di menit ke-90.
Hal ini akan terus terjadi penurunan hingga kadar insulin
dalam tubuh kembali pada keadaan semula.
Gambar 4.2: Kadar Insulin Tanpa Kendali dan Kadar Insulin
dengan Kendali
Simulasi yang terakhir menunjukkan skenario kendali yang
digunakan dalam pensuplaian insulin dari luar (eksogenous)
pada penderita DM Tipe-1. Pada gambar 4.4, terlihat bahwa
tingkat suplai insulin dari luar (eksogenous) yang diberikan
pada awal waktu yaitu sebesar 55.6378 mU, dan semakin
lama mengalami penurunan hingga mendekati nol. Hal ini
disebabkan karena kadar insulin dalam tubuh mengalami
penurunan seiring dengan penurunan kadar glukosa darah
pada tubuh penderita DM Tipe-1.
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Gambar 4.3: kendali u∗(t)
Berikut dilakukan simulasi dengan 6 kadar glukosa
awal yang berbeda. Adapun hasil dari simulasi tersebut
dapat dilihat pada tabel 4.2. tf adalah waktu yang
ditentukan (fixed final time). Berdasarkan hasil simulasi
tersebut, dapat terlihat bahwa semakin tinggi kadar glukosa
darah pada penderita DM Tipe-1, maka semakin tinggi pula
kendali suplai insulin eksogenus yang diberikan. Sehingga,
kadar insulin dalam tubuh semakin meningkat. Dalam hal
ini, semakin tinggi kadar glukosa untuk mencapai kadar
glukosa darah normal, waktu yang dibutuhkan semakin lama.
Hasil dari fungsi obyektif dapat dilihat pada Tabel 4.3.
Berdasarkan hasil simulasi yang didapat, kendali optimal
pada pemberian insulin eksogenous dapat menjadi solusi yang
opimal untuk menurunkan kadar glukosa darah dalam kisaran
normal. Semakin tinggi kadar glukosa darah, maka semakin
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Tabel 4.2: Simulasi Kadar Glukosa Darah-insulin
Kadar GD Kadar GD Kadar Insulin u Awal
Awal Akhir Dalam Tubuh (mU)
(mg/dL) (mg/dL) Max (mU/L)
200 70.3154 633.0058 55.6378
220 77.2868 696.3707 61.1852
240 84.3353 759.6987 66.8015
260 91.3594 823.0007 72.3591
280 98.3809 886.3029 77.8970
300 105.5102 949.2742 79.8438
tinggi suplai insulin eksogenous yang diberikan dan semakin
lama waktu yang dibutuhkan untuk mencapai kadar glukosa
darah normal. Selain itu, semakin tinggi suplai insulin yang
Tabel 4.3: Nilai Fungsi Obyektif
Kadar Glukosa Fungsi Obyektif
Darah (mg/dL) Dengan Kendali
200 4940.8194
220 5977.4040
240 7117.3849
260 8352.3494
280 9685.5444
300 11140.1569
diberikan, maka semakin tinggi pula kadar insulin dalam
darah penderita DM Tipe-1.
Halaman ini sengaja dikosongkan.
BAB V
PENUTUP
Pada bab ini, diberikan kesimpulan yang diperoleh dari
Tugas Akhir serta saran untuk penelitian selanjutnya.
5.1 Kesimpulan
Berdasarkan analisis dan hasil simulasi yang telah
dipaparkan pada bab sebelumnya, dapat disimpulkan
beberapa hal sebagai berikut :
a. Penerapkan teori kendali optimal dengan fungsi obyektif
yang dibentuk yaitu,
J =
∫ tf
t0
{η(g(t))2 + ρ(u(t))2} dt
untuk meminimumkan suplai insulin eksogenous yang
dapat menurunkan kadar glukosa darah secara optimal,
dengan adanya kendali optimal sehingga diperoleh
kendali sebagai berikut:
u∗(t) = max{0 , min(−λ
∗
2(t)
2ρ
, 80)}
yang terbatas pada 0 ≤ u(t) ≤ 80.
b. Kendali awal u = 55.6378 diberikan ketika kadar glukosa
darah mencapai 200 mg/dL, sehingga pada waktu 90
menit , kadar glukosanya menurun menjadi 70.3154
mg/dL.
c. Semakin tinggi kadar glukosa darah, misalnya 300
mg/dL, maka semakin lama waktu yang dibutuhkan
untuk mencapai kadar glukosa normal yaitu 100 menit.
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5.2 Saran
Pada Tugas Akhir ini belum dibahas mengenai waktu
yang optimal untuk menentukan kadar glukosa darah hingga
mencapai kadar glukosa normal dan belum terdapat analisis
dengan adanya suplai glukosa dari luar. Selain itu untuk
pengembangan, sebaiknya dilakukan pembandingan dengan
metode-metode kendali yang lain agar didapatkan pengendali
yang terbaik untuk suplai insulin pada penderita Diabetes
Mellitus Tipe-1. Oleh sebab itu, penulis menyarankan agar
penelitian dapat dilanjutkan pada pembahasan tersebut.
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